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概要
oper とは然るべき代数曲線上の平坦接続つき主束であり，Langlands 対応における基本的対
象として，C 上の設定の元で Beilinson-Drinfeld により導入された．本論文では正標数の oper

の中で，p曲率という不変量で特徴づけられるものを扱い，operの底空間である代数曲線が楕円
曲線の場合にそのモジュライ空間がどのような大域的構造を持つのかをより詳細かつ明示的に調
べた．

1 背景
簡約代数群 Gに対して定まる G-operとは代数曲線上の然るべき接続付き主 G束であり，G-oper

およびそれらを分類するモジュライ空間は，その変種である (generic) Miura G-operとともに幾何
的 Langlands対応や Teichmüller理論などをはじめとする様々な取り組みにおいて基本的な対象と
なっている ([BeDr1],[BeDr2])．
たとえばX を代数閉体 k 上の代数曲線とするとき，X 上の GLn-operは次のようなデータによっ

て与えられる：

F := (F ,∇, {Fj}nj=0)

ただし，F はX 上定義された階数 nのベクトル束，∇は F 上の接続（つまり，Leibniz則をみたす
k線形射 F → ΩX ⊗F），そして {Fj}j は各部分商 Fj/Fj+1 が直線束となる降下フィルトレーショ
ンである．そしてこれらは次の 2条件をみたす：

• ∇(Fj) ⊆ ΩX ⊗F j−1（1 ≤ i ≤ n− 1）;

• ∇から誘導される射 Fj/Fj+1 → ΩX ⊗ (Fj−1/Fj)は同型（1 ≤ i ≤ n− 1）．

このような対象は適切なゲージ変換により，可逆な主表象をもつ X 上の n階単独型線形常微分作
用素と同一視される．また，k = Cのとき，X 上の PGL2-operは X に付随する Riemann面上の
射影構造と（Riemann-Hilbert 対応を介して）同値であり，generic Miura PGL2-operはアフィン
構造と同値な概念である．
基礎体 k が正標数の場合における operの体系的研究は p進 Teichmüller理論（pは素数）に端を
発する [Moc]．p進体上の双曲的代数曲線の一意化に関する当該理論では，p曲率と呼ばれる不変量
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によって特徴付けられる PGL2-oper のモジュライ空間を分析することが議論の根幹となっている．
それに引き続き [Wak4]では，一般の Gに対する標数 pの G-operに関するモジュライ理論を展開し
ている．ここで重要となる対象は，p曲率が零となる G-oper，つまり dormant G-operと呼ばれる
ものである．
Dormant G-oper を分類するモジュライ空間の幾何構造において注目すべき性質の一つは生成的
エタール性である．この性質を用いてモジュライ空間の変形や退化を分析することができ，その結果
として，たとえば Gromov-Witten理論や affine Lie環の共形場理論，そして多面体やグラフに関連
する組み合わせ論などと正標数の operの理論を関連づけることができる．

2 Nilpotent G-opers

主結果の証明の鍵となる nilpotent G-operについて説明する．
標数 p の k 上で定義された楕円曲線を分類するモジュライ空間をMell，その Deligne-Mumford

コンパクト化をMell で表す．G-oper, Miura G-oper の定義に関しては [Wak4, Definition 2.1]，
[Wak2, Definition 3.2.1] を参照しここでは省略する．また p 曲率が 0 となる G-oper を dormant

G-operと言う．
G は随伴型半単純代数群であると仮定し，Mell が分類する代数曲線上の dormant G-oper のモ

ジュライ空間を

Op
Zzz...

G :=
{
(X,F )

∣∣X ∈ Mell, F は X 上の dormant G-oper
}

とする．同様に dormant generic Miura G-oper に対するモジュライ空間をMOpZzz...

G とおくと，
(X,F ) 7→ X によって定まる自然な射影

ΠG : Op
Zzz...

G → Mell, Π̂G : MOp
Zzz...

G → Mell

を得る．またGの Borel部分群B，極大トーラス T をとる．G,B, T のリー環をそれぞれ g, b, tと表
す．これらは適切に Fp 上定義されているとする．さらにW を (G,T )のWeyl群とし，cで GIT商
t//W を表すと，Chevalleyの定理より cはGIT商 g//Gと同型である. N := T∨Mell \ Im(0T∨Mell

)

と定める．さらに，Mell 上の層 B (resp., B∇) を， X ∈ ob(Mell) (ここで X := (X/S, σ)とす
る) を，射 ς : X → (F ∗

X(Ω))× ×Gm c (resp., X → Ω× ×Gm c) の集合に送ることで定義する. こ
こで，任意の直線束 Lに対して, Lに対応する Gm 束を L× で表す. B や B∇ はどちらもMell 上
有限型のスキームで表現できる．また フロベニウス射　 FX/S の引き戻しによって Mell 上の射
F∇⇒∅ : B∇ → B が引き起こされ，これは閉埋め込みである．

X := (X/S, σ) ，E ♠ := (EB ,∇)とし，(X ,E ♠)を OpG の対象とする. この時 (EG, ψ(∇)) は
商スタック [((F ∗

X(Ω))× ×Gm g)/G] の大域切断を定める. χ : g → cから誘導される射

[((F ∗
X(Ω))× ×Gm g)/G] → (F ∗

X(Ω))× ×Gm c (1)

と上の切断を合成すると，(F ∗
X(Ω))× ×Gm cの X-有理点 ψ(∇) を得る．これは同時に B の S-有理

点である. この対応 E ♠ 7→ ψ(∇) によりMell 　上の射

HM : OpG → B. (2)



を得る．さらに HM はMell 上の射

HM∇ : OpG → B∇ (3)

に制限でき，これを Hitchin-Mochizuki 射と呼ぶ.

次に，(X , δ, ς)を N×Mell
B∇の対象とする．invarient differential δ によるΩの自明化 Ω = OX

により Ω× ×Gm c = X ×k cと同一視できる. これにより， ς は c(X) (= c(S))の元 ς ′ と対応する．
(X , δ, ς) 7→ (X , δ, ς ′) と対応させることで N 上の同型

N ×Mell
B∇ ∼−→ N ×k c (4)

を得る. 射影 N → Mell で基底変換することで, N 上の N ×k cの自己準同型

ξ : N ×k c
N−→ ×Mell

OpG
idN×HM∇

−−−−−−−→ N ×k B∇ N−→ ×kc (5)

が得られる. この射は明らかに (X , δ, ρ) (for w ∈ c(S)) を (X , δ, γH(X ,δ)(ρ))に送っている．ここ
で H0(S,OS)の任意の a と c(S)の任意の ρに対し，

γa(ρ) := χ((q−1 + κ−1(ρ))[p] − a · (q−1 + κ−1(ρ))). (6)

と定めている（q−1 は g−1 　の元）

Proposition 2.1. 射 ξ は有限で忠実平坦であり，次数は prk(g) である. さらに， N ss := N ×Mell

Mss

ell と表すと, N ss (⊆ N )での制限射 ξss : N ss ×k c → N ss ×k c of ξ は idN ss × Fc/k と一致する.

さらに， fpqc 射 N → Mell で降下することにより以下の主張が導かれる．

Corollary 2.2. Hitchin-Mochizuki 射　 HM∇ は有限で忠実平坦であり，次数は prk(g) である. さ
らにMss

ell の任意の k-有理点 a 上の HM∇ のファイバーは，同一視 OpG|a = B∇|a = c の元で，
Fc/k と一致する.

ゼロ切断 X → Ω× ×Gm cが定める大域切断Mell → B∇ を 0B∇ と表す. 0B∇ HM∇ による 0B∇

の逆像は OpG の閉部分スタック

Op
p-nilp

G := (HM∇)−1(0B∇) (7)

を定める. これは ψ(∇) = 0となる G-opers E ♠ := (EB ,∇) を分類するスタックであり，このよう
な G-opersを p-nilpotentという．

Theorem 2.3. スタック Opp-nilp

G はMell 上有限で忠実平坦であり，次数は prk(g) である. さら
に Moreover, the fiber of 射影　 Opp-nilp

G → Mell の Mss

ell の任意の k-有理点 a 上のファイバーは
Spec(k[ϵ1, · · · , ϵrk(g)]/(ϵp1, · · · , ϵ

p
rk(g)))　と同型である.

3 主定理
これらの対象に関する本講演の中心的な成果は以下のとおりである：



Theorem 3.1. (i) OpZzz...

G およびMOpZzz...

G は連結かつ k 上固有な Deligne-Mumdordスタッ
クとして表現され，ΠG, Π̂G はともに有限な全射である．

(ii) 通常楕円曲線を分類するMell の開部分空間をMord

ell とするとき，ΠG, Π̂G はともにMord

ell 上
エタールであり，生成的次数は ♯(treg(Fp)/W )，♯(W )にそれぞれ一致する（ただし，treg は G

の固定された極大トーラス T の Lie 環 t に含まれる正則元全体の空間，そしてW は (G,T )

のWeyl群とする）．そして自然な射影

Mord

ell ×Mell
MOp

Zzz...

G → Mord

ell ×Mell
Op

Zzz...

G

はエタール Galois被覆であり，その Galois群はW と同型である．

なお， [Wak4]では双曲的代数曲線上の dormant PGLn-operの個数を数える明示公式を証明して
おり，この公式を拡張することは「dormant operの数え上げ幾何学」において中心的課題の一つと
いえる．上で述べた定理は，楕円曲線の場合に，PGLn だけでなく一般の Gに対してその課題に対
する明示的な解答を与えた結果となっている．
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